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I = INTROQDUCCION

:ciones de gyréTfices  mor comsutadorss
invelueren Tidgures couze definsicidn
i {(no  rodemas  evaluar las
@ e @ varishlesl!sy sino smés hien rrovisns
gncantra exrerimentalmente {(raprese i :
funriones o coanocidas rero medinless eho, ) o cideiioes
Fuade modelar lae fisgure 2 resrresentar sesdn dos Léonices
] recorstrawe Le  Figure obhbtenenienda  uma  #Heen ade e RIEENEE:
aurFrarimentalmnente de modo aue los prosrvames ol &5
; : £ 53 - siendo e ubtilideds i
@ caesty Fame aue nos rapmita recorn

e Fooas pugntoas sxrorisentales
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she Gllimoe métodor 1lamedo método de los FPUNTOD DF

vnsnimemente utilizedo rare el modelado de curves o sarer{ioa: P4
funvianalesys o aue la otre 2lternetiver ademd: oE
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Nade la necesided de imsrlewentar ume rutineg de  asrroximac:
che Curyas ¢ surerficies  mara un  Feauete grafica interact
tridimensionaly inveshigarons @nsausran Y CORPETErarn cuat
tacnicesy bess todas en el madelado ror runtos. de controly oeue
fueron los métodos de Hermiter Beziers B-Upline 2 Be e lane s

lLos recuerimientos rare roder dncluir dicha rutine  an el
Faguete QFéfi?" exigian la caracidad de eroducic  #ratiocos
tridimensionales interachtivos dé gran calidad w realdsmas g L
rarilde ilided wsosihley ain  derender d

=1l Mardusre
|t@r1u Cde selecidn  sstuvo orientado iy T
\..n)‘i'hkt'\ T‘f slbives 212

abdeto  npo dehse  cambiar  si los runtoszs e control se

distintos sistemaes de ocoordensdas  (inveriencis &
treslacidn o cambios ode escela)

1 INDEPENDENCIA'RESPECTD DE LOS EJES? L& Torma resultante  de  un

2.  UVALORES MULTIPLES? Dehe ser rermitide 1l resvescentecidn oo
Ffunciones mulbtiveluades resrecto de cuslauieras de 105 2des.

arvbac i dn deie
Ularidedes

i
-

PROFIEDAD DE DISHMINUCION DE VARIACIONRESGS lLa rervre
auavizarr o AN a amelificar 1 raauefias iy
delinesdss rar los suntos de comtrol.

4, CONTROL LOCAL O CONTROL GLORAL: 8i &l aslterar un runto oo
cantral s modifics solo  unp entornn de Te curva originale
deraminarersos CONTROL LOCAL & 1l cerascterdstica del metodo. o
orasicidn wun aldovitmo can CONTROL  GLORAL mwodificard lLode la
(UIVH al altersres un rupto de contral cualoudiers {ver Figura 1.

: ser  copacidse la varecterisztice de sntoe ol e 1 md ol

utilizade reve roder selecciomarla reseecto de 1o zerliczcidn.

e VERSALTILIDADR? Lae rroriedad del matodo de  eoder  modifics
resultede grafico & volunted sin introducir cend IR I
st

& ORDEN DE CONTINUIDAD? Ses {(x) considersde como la
arden cero de sl misme. El arden de continuidaed 10
g auauella T (s del #rado maximo aue ses: derivenle.
continuided de la curve sroviste ror el método debe
¢ oen 1o sosible rodrd meodificarse,

@r o canoeida
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Fidura 13
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I - HERMITE

zarrollo de Hermite [31 raerte de las @CURCT are
ralipamices  resulitentes de  suroner cantinuided de orden ceoro 4 de
orden N El mébtodo consiste en  recorrer loz sunteos  de  conirol
taméndalos de & rares Junto con une estimecidn de las derivedes do le
curve en dichos suntos. Como  resultade el algaritme entresa  uns
Curya gue  rasa ror los runtos de control o tes  derivade .
esreciTiondas interrolando las rosiciones 9 derivedas intermedi
pusos valares adedan determinedos ror los rolinomios mencionzdoz.

stahlecidas sant

Las condiciones

A Heny = Foq
)
+

(2 U2 L0y = Foy
Hredy = p

cada una de los edes coordensdaos
g}l rpolinomio aue realize lg inlteveso!

caardenadasg Pow P

g
T
st
i

wdiedan (1) asedura continuidsd de ordern cero
zpeedgyre  coantinuided de arden uno. Flantezsndo
gruscidn de dne ocurvae aue interrola un condunto

+
t

i

runting ¢



donde g5, (W) son los Polinumipa capicos de Hermite!

Hoo fU) = 2
3}01 (g w21y +

S0 {U) = T ,
-‘.‘311.(1.!} = U3 "

En la fidure 2 wvemos el comrortamiento de este método
(graficedo en  trazo ‘lleno) raere dos roligonos de control dedos
(draficados en lineas sunteadss).

Figurs 2. ‘ , o Hermite .
4 e o
4 *\- T R
o : Sy 1 A
© 3 ) , a
S i {
/ i b y
/’ ¢ «; .‘.
i i [ Y
foos ! :}
A .
4’ ‘ !
H
| Cl
P

=

y

oy 3
P ; | RS L T P
L i ‘-._I. X ".-v..___% u‘é"
‘l‘ U e r"-h\-‘:"‘\_i:_"f
l{ } I ' i \.q- L ii ﬁ’,_-r ._1\
'f s 1 : . o = - - .,
L * - - Y
1 o . : g .
? Ty . -._'H'A *JF(-m \‘
' I‘ : . ,..f'- . \\
! - T -y
1 _'—-P:r'—"——-‘-:-‘—"::q__ - \
i e _,..,*“' T RN I
g’,m.ﬂ.—ar::_-.,,.;__-__.._-_-_ k.-—r_—__.. ___________ e sk
I1f - BEZIER
1 L
21 aldgavitmo de Bezier [11 construze rolinomicos de  arden de
continuidad Tyt siende. i 2l ndmero Jde puntos de contol.
Htilizendo uma Tuncidn estedistice denomineds "Familis de [FPolinomios
de  Herstein® L43 optenidos a8 rartir de le distribucidn binomisl
construse lss llamades FUNCIONES DE MEZCLA de modo aeue la rosicidn

sorurads ror un euntn determinade de  la curve e¢ el resultado de
fmercler® la sosicidn de TOROS los runtos de control en =rorovciones
indicsedse ror las Tunciomes de mezela. Por ello su caracteristics
deg ser Pnﬁfral glohael. L& ecuacion de umpa curva rerresentades de e
modo oo ' '
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donde o ez el rarémetro tel auet

w la Funcidn de Mezelszs est

Bip (U) @ ey U, (gt
ile (p—id! ’ )

Er le fisurs 3 se observe el resultado obtenido con  los
roligonos de control anteriores arroximados ror este método.

Figura 33
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IV ~ E-SFLINE

El B-8pline ElJvIEEJEfUQ el rréxima método investidgsedo. L
curves Srline e oblienen con une filesoefis similar &8 las curvas de
Hermite: rero con  cliertas veriaciones en el slantea de Tes
candiciones de horde. U "Srline® se define comae le sums de un
canJdunto de ralinomics eue describen la curva entre los suntos  “i-17
@ i cumeliendo con les restricciones?

e

PooCud o= Py () :

Ui w U g

io= 0 1y 29 e o3 kel

(R Floud = Flelup
do=m Oy 1 Fvosee 5opl

i o= 0Oy 1l Do e § b



Mamero de suntos de control
Orden de continuidsad del rolinomio
Ndgmeras de restriceoiones

dande k.

* 2a B

] 7

candicidn (AY dimrope eue el rolinomio ‘i tierne walop cera
&l intervelo entre los runtos de control 74i-17 & 717,

(nr establece aue en  la unidn entre los  salicomilos

canserve un orden de continuided 707

WSk

CCon dichas restricciones la ecuscidn de une ourve  aue  #Fa @
sy Norunloas de control est

° F"i

Nonde NigWes una Yuncian de mezela rare el orden de continuided k
aue se exerresa en Farma recursiva?

{7y

M. k;"”) B e e e et it e e it it o

TN ywdun T u/Jm“»Kd

Pkt Fi Figk " il

donde Niry= 1 i P < u < Py

= Q) de atro modo

e
indersodientemnente del valaor de i. Far la tantos pars
ragse Far el srimer w orar el dltimo runto de canternl s :
WEOE S gichos siunhos asesurande continuided de  arden

MIEmMos .

tas Funciores fe mesola tienen le miama
W

HTabido & aue el odo bhumane noe detecta Faodilwente ardeness  Oe
et iu15~5 MEHGTE S ave. doss  se  elisgid este wvalor rava
impleventacidn del métoede. on dicho orden de  continuided solo  es

peoe : roouatre muntos de control rare ancontrar Ca A
e ocualiauier runtno Ia curve. Qo wpgdios quay 2 adifes ]

i

o [

método de Reziers sy caracteristice s de vanlrc 1 Tacvael (&1 wveriay un
~urrbo de cantrel cembia solasmente un entarno de la ocurval.

¥
¥

Ernv le Tigure 4 se obzservae el resultedo abptepida ol graficar
Tog  soligones  de  control anteriares  con este ulltiwo método w kg
faorden de continuided dosds aiendo apvanle SR ARV ;

1
sEroaxime medor al saolidgono Jde contbrol

el

i
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Figuira +4:  B-Spline
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V - RETA-SFLINE

Bete-8rline fue @l dltimo wmétodo investigade Taly 83
571, 5 6 curvas  Reta-8rline se obtltiernens al isyal @aue @
B-Belines coamo sume de rolinomiosy sara elanteandn  los  siguientes
condicianes de porde 091 en le imnterseccidn de cada intervaelod

(e Flglugd = Fj (ugd
(5 Bpe Pigtuio o= Phoup
2
I

(. Y Ry B'(uy.r = P
! to |_1(l1' F

esteblece continvided en 12  Fosicidn. L&
condiodd vectores tendentes colineal FRPO COn
discontinuidaed en  su  masgpitud (eid llamado : o (R s
Fizicamente rerresents un cemhio instanténeo de la velocvidaed de
ITa curve an isme direccidn en le unidn enlre dos sesnento
coandioidn PUREEe T YE le continuided del vecotor curvalturs oo
wridn entre Jdos s

1lamwe ‘Temsidn’ auve introduce une comranente exhras de aceler
an le direccoidn del vector tansgente Haw lembidrn  un Eérming  de
grelervacidn colineel 2] vecotltor tamgente imevitaehle denido a8l R

rdmentosy Faro can el asredada e LI fartar

oz draed
(ixies!
LEualan o

|gess ol

Cama ruyede versesy de este definicidn se ablienan
libertad curo efecte ez el sisuientel i e

g tensidn ez ceroy les eousciames (D) (E)

) w (R 2 @l método se comrarte como el
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E-8rline e un caco sarticuler del
rodemnas
de control

distintos.

anteriorez w rFarse Lres

Figura A: Bata-Spline
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Fe de notar cémo
@i zavellos abtenidos con el
detallada del funciornamiente . de los
en figura & ohservemos @l
manteniendoe la tensidn (K2) en cera.
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Farg valores mauores aue unay la curve
irauierdsa aFroaximnandose méEe wWomi

Che s e e fracia

el raligono de contral. Fare 1

valaores recisrocos reseeclo de la unided la curve se desrlozs hacls

la dervecha comn un comeartemientn similar. FEn lz fisurs 7 se muestre
camn se comrorts le curve rare distintos wvalores rositives de  1a
temsidn wera menteniendo el sesgHo en sy valor unitaria.

i

Figurs 73

A medide aue suments dichse lensidn la <
mas con el pollgono de conbtral . Frp le fidura & veno:

P

arlicvaer tensiones pedgativas., e puede grreciar cdma

LT E

la ST i
s@grarandgosea el roligane de cantrol haste srécticemente converbiyee
an une limes recla.

Figura 8:
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VI - EXTENSION DREL METODO A LA AFPROXIMACION DE

t

SUPERFICIESR

Fare rerresentar uneg surerficie & lravés de suntos
s@ trebhadd en un  modeleo en el cual se hen oblenido
ademés de las coordenadas X e Y de
de dichos runtos de
constante conforms el

cadae Punto de control. &
control con lineaes rectes

roligdgonn de  control de
interraolary comoe se muestra en 13 Tisure 2.

(Vg

2 X oeoansltante «

la superficie

Figura 9.
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La Tuncidan aue ar
de as variables aue

curve aue cumrle con les rroriededes de
@Melicad

. 2 método metemdtico

Froiededes 8 rertir de loz mdtodos  de
denaming FPROTUCTD  CARTESIAND de  las  Tupcionos. UHtilize o
nerramients matemdtics es  rposzible externder la srlicacidan de 1
matodose e

g wvistos el oese dgeneral de los runtos de
EEFBCLO.

coxime diche surerficie dehe
rare cualauier conrdenadas comstante Lras

T e

arroxMimacidn de  curvas

EFraMimacian ol g DU e

contral e

La ecuzpcidn de una
rartesiaenc  de  uno
entances?

surerficie arroximadas

B @l Froduota
de  los métodoss ror @damelo

@] Beriers wueday

F-('u‘,’v)':::: Bi,n {usr & ,Bj'm(v.} 3 Pi,j

donde Nt Centidaed de runtos de contral en le

coordenaadns X
My Cantidad de runtos de control en la coordenads Y.

poouna Tanoidn

aue  Fermils slener dichas

e contral
las altures

-y
L.

LA

Y

«
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Favémetrae de la

i surerficies recorride seddn el ade M.

v Pardmetro de le surerficiey recorride segdn el sde Y.
sj ¢ Malar de la coardenads (xywrx) del sgnto de control i

H

*

L3

L

.
Fumcidn de mesele del rardmetroe u.
Fumcidn de mezela del rarvémetro ve

cama Tueron defimides en ol cerltuls II1:

El tratamiento rara los otros métodos es entevemente similaer.
Ery la fisurea 10 se observa el comrortamiento del a2lgoaritma Hermite
rera 2l dHrefo de coantral de le fidure &,

Figura 163
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Lo
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| Lo
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Fro la figuras 11 wvemos o) miemo srafo arroximade ror Resier.

Figura 11t

La arpaximecian reelizedes rory @l método B-8sline GE ORNEETYE i
Figura 12.



Figura 12;
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Figura 14:

VII - COMPARACION DE LOS METODROS Y CONCLUSIONES

e la evaeluescidn del comroartamiento de loz métodos anelizedos
woeys resrdgestes a2l condunto de polidgomos de contral en el slane v en

seia surden las sisuientes coansideraciones!

e los #Hraficos de la fidure 2 sroducidos sar
Heprmite sE o ve Camoy ai fhien 5 6 resrets la forme

sollidgono de cantralsy e
aFgradamente las discontinuidades del mis

e ad tante roco exaclo.

s

Ere 1 fisgure 3 el resultado sroducido coan el aldoritmn e
Fara las mismoe raligonos de  control muestyra  oue el
coamrarteniento en dgeneral es maés satisfacltorios aufiauge L wE Amo
Frara @l  sedundo roaligone el método g incersr de seguwir la vaelte’

dada ror el misma.

fomedny comrartamiento en gslbe caso o se
4 g las  ouyrves sroducidas copn 2]l B-Srline.
ralisgamnos. de cantral es mucho medory adn a0 la

q:_'.l
sedynde de 1o mismos.
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El resullado es muy surerior con el alagaritme Beta~Seline

mostrado en le fiduras 8. Se rroduderan tres de las curvas aie s
rpsible obtener con @l método dgraciegs & sus gredos  de Tibertad

adicionales (sessga w  ternsidnd. EFs noteble cdmo dgracies 2 ello
T

roademos hecer rerecerse les curves btrezadas =1 roaligong e contirol
tanto camo se desee.

Ern la figurs 10 vemos en trazo discontinueo el solidgone  de
coptrol de la Tfigura ¥ el cual es arroximado con el mdbtoda de los
ralinomios de Hermite (en trazo llenc) con la extensidrn sara  Viguras
=24} tres dimensionass gxrlicadn @ UT. Ge  ghserve aue el
cmeﬂ“tonlentn @% mimiler el de la figsura 2 en el sontido de
srezentar ‘curvaturaes”’ sdenaese &l roligaona de conbtrol ave o a2ledan
del reslismo. ’

Eri 1a fidure 11y en el grafico rroducids  ror el
Bazier an @l mismo casor el reaultadm es mas armdnioo aue
aunauye tal ver ls curvature rroducide side escasamente
cantral.

curvetura @6

e . F1ome . doy

Eri 1a fisura 12» en cambhios ohservamos que
seduide  coan més Tidelided sor el aldaritmo
camrartamieonto se obhserva a2l notar aue la curwva &
Fallisgone de contrel  en la rarte surerior del migmos oc
£ ; con el mdtodo de Bezier.

Qe mi

Ery le figure 13 vemos unag de las rosibilidadez aue pos nrindge
@l Beta-Srlined w2 lensiond 21 #réfico de modo ague se ve odms s& he
avercado maEas aun a8l ralidono de cantrol ate  en @l B-Beling. o
fitimo  en le Tidure 14 vemos obtro caso donde se llevd el #raé !

2,

ceres atn del roligono de control.

et

e todos Jlos resultados mostraedos surge  colaremente oo el

wme b oo Beta~-B8rline es 21 wmismo tiewro &1 maés G e

rroduce los resultaedos #gHriédficos més realistas.

camraratle & la de leosz otros algoritmoes siendn sure

#réafices rroducidey inderendientemente del dizerositi

rivinales  sréficos de bede resolucidn. Far

she método caomo ! ultilizedo rare rezlizer
aente branado.

=
L @
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VIII - TRARAJO DE AFPLICACION

LCame trebhedo de perlicacidrn se elidgid el madela e G a TR
cuwoe  ralisgone de controly mostrado en la figure 15y esta capstrufdo
corn une base de datos de tan sole 20 runtos.

Figura 1532
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Eri la figura 16 ce observe la cora dibudedas con linee llene &
partir de los runtos de control (dibudados con lines de trazosd. :
mencionads versatilidad del método se arreciz entre las diferencies
entre esta Fisurs v la fidgure 17 en donde se han wvariado localmente
2l seszgo 2 la temnsidn en distintos lugares de la caoray Froducidénduse
formatos totelmente distintos sin slterar 1o hase de datos.

Figura 16: Figura 17
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Frare  rroducir resultados de mazor reslismo 5 e
impelementer  urna rutineg  de eliminscidn  de Tinees ool tas. {icna
algoritmn rroduce recsultades de celidad acertenle u actualwente @
abdeto  de esludio @ dnvesltigecidn en este Laeboratoria. Coy el

agredgado de dicho alsgoritwo se sroduderon las Figuress 18 g 19 darnde

e arrecian H5US resultados caombrinados Cn Lrenesfarmacianes
tridimensionales.

Figura 183 Figura
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